1.1) Dados os vetores M = —53, + 24, + 33,, € N = —74, + 74, + 23,, determine:
(a) um vetor unitario na direcdo de —M + 2N;

(b) 0 médulo de 53, + N — 3M

(©) [M]. [N|. (M + N)

a) —M = +53, — 23, — 33, e 2N = —144, + 144, + 44,, assim —M + 2N = —93, + 124, + 4,.

. . .~ —M+2N _ —93y+12ay+4, -9
O vetor unitario nesta dlregao sera u -

= A+ =24, + ——2
|-M+2N|  V9Z+122+12 V226 X 226 Y 226 -

b) —3M = +154, — 64, + 93, , assim 53, + N — 3M = 134, + 4, + 114,. O médulo deste sera
V132 + 12 + 112 = /291

¢) |M|=+v52+22+32=+38,|N|=V72+72+22 =y102e M + N = —124, + 94, + 54,, assim
[M|.N|. (M + N) = —12V3876 4, + 9v3876 4, + 5v3876 4,.



1.2) Dados trés pontos A( 2, 3, 4), B(-2,0,6) e C(9, - 1, 2):

(a) determine o vetor A dirigido da origem ao ponto A;

(b) determine um vetor unitario dirigido da origem até o ponto médio da linha AB;
(c) calcule o perimetro do triangulo ABC.

a)

b)

—

A = 24, + 33, + 44,

Vetor da origem até o ponto médio de A para B=——= > a, + 5a,

3

2
|74 d i té t 2dio de A B ! <3A +5A> > a4 + L
ersor aa origem ate o ponto meaito ae ara b =——\|—-a a = a a
9 p p \/m 2 y z 10 Yy Z
2

Distancia entre Ae B - |§ — /T| = |—4c’ix —3a, + 2&Z| =29
Distancia entre Be C — |6 - §| = |11dx —1a, — 4&Z| =+v138
Distanciaentre Ae C — |6 — /T| = |7€lx —4a, — Zdz| =69

Perimetro —» V29 ++v138 + V69



1.3) Um campo vetorial e dado por G= 2474, + 12(x* + 2x)ay + 18y2a, . Dados dois pontos, P( 1,2, -1) e Q(-2, 3, 1),
determine:

(@) Gem P;

(b) um vetor unitario da direcao de G em Q;

(c) um vetor unitario dirigido de Q ate P;

(d) a equagao da superficie na qual |G| = 60
a) G(P) = 24x(—1)a, + 12(1% + 2x1)3a, + 18(2)%4, = —244, + 364, + 724,

b) G(Q) = 24x1a, + 12((—2)% + 2x(—2))a, + 18x3%3, = 244, + 1623,

244, + 1624,
V26820

Vetor unitario =

c) VetordeQparaP — ﬁ—§=3dx—&y—2&z

A

3d, —ay, — 24,

V14

Vetor unitario =

d) |G| = /24222 + 122(x2 + 2x)2 + 182y* = 60

1622 + 4(x? + 2x)? + 9y* = 100



2.1) Dados os pontos M(1; 2; - 0,5), N(0,2; 0,5; 1) e P(0,5; 0; 2), determine:
(a) o vetor ﬁMN,

(b) o produto escalar RMN e RMP,

(c) a projecao escalar de RMN em R MP;

(d) o angulo entre RMN e RMP

a) Ryy =N - M = —0,84, — 1,58, + 1,54,
b) Ryp =P — M = —0,58, — 2,08, + 2,54,

Ryy - Ryp = 0,4+ 3,0+ 3,75 = 7,15

c) O produto escalar entre AeBéa projecao de A em B vezes o modulo de B

_R>MN ¢ ﬁMP . 7,15

Rue| /105

d) ﬁMN 'ﬁMP = |§MN||§MP|COSB _R)MN -ﬁMP 7,15

cosf = — = =
IRun||Rmp| +/5,144/10,5

A projecao de ﬁMN em ﬁMP =

6 = 13,3°



2.2) A figura abaixo mostra 3 cargas pontuais de valores q1 =-3 uC, q2 =2uC e q3 =3uC.
a) Descreva os vetores posi¢oes de cada carga usando os versores da base cartesiana.
b) Descreva o vetor posigao da carga 2 com relacao a carga 3 e o seu versor correspondente.

c) Calcule o vetor forga de cada carga e o total sobre a carga 1, considerando a interagao das duas outras cargas.

a)

b)

Fip = 14,48, + 2,44, N
q19s —1x107%a, + 2x107%4,, _

ﬁ13=k

Fip = 7,28, — 14,44, N

= 24, + a,

5, + 34,

qlqz _6x10_2ax - 1x10_zay _

~ *37x10-%

q193 ,

CENENT) =k
|75, 2 31 5x10~*%

F_)l = F_)12 + ﬁ13 = 21,6@x - 12ay N

y(cm)
4
3
1
+ S
—a
NET
X(cm)
r21:“37 1731=F1—_)3=—&x+ T'31=\/§
—3x107%)(+2x107° —3x107%)(+2x10°°
—9x10° ( X ) 6x10_2dx —9x10° ( X ) 1x10™
V37x102 37v/37x10-6 3737
—3x107%)(+3x10°° —3x107%)(+3x10°°
—9x10° ( ) ) 1x10"2&x +9x10° ( ) ) 2x1072%¢
V5x10~2 5v5x10-6 55



2.3) A figura abaixo mostra uma linha de carga semicircular de raio a, carregada com carga total -Q. Ela esta totalmente no
plano yz.

a) Escreva a expressao integral de todas as componentes do campo elétrico para o calculo do campo elétrico num ponto a
uma distancia h em cima do eixo z que esta posicionado no centro do semicirculo.

b) Calcule o vetor campo elétrico no ponto do item a. Q ;
o) L[=ha, R=aa, F=L-R=ha,—aq, P17 4

Bl A M — a0l g Gdg |\
dE; = a VhZ ¥ a2

Ate, T2 L \
v~ NIR v
7l
B 1 jpldl ) ) j 1  hd,—ad, Rd R
— Y =
L™ 4ney ] r2 ey ) (h? + a?) V2 + g2 ¢ X

E, = - adod +J adopa
L 47‘[80 f(hz n a2)3/2 2 (Y (hz + a2)3/2 pa;



2.3) A figura abaixo mostra uma linha de carga semicircular de raio a, carregada com carga total -Q. Ela esta totalmente no
plano yz.

a) Escreva a expressao integral de todas as componentes do campo elétrico para o calculo do campo elétrico num ponto a
uma distancia h em cima do eixo z que esta posicionado no centro do semicirculo.
b) Calcule o vetor campo elétrico no ponto do item a.

E .z
b) - y joJ} fn h adqoa _ P hnR 4. = 1 Qh a
“ 4me J, (h? + a2)3/2 Z 4me, (h? + a2)3/2 7 4me, (h? + a2)3/2 2
- P 4 a . >
E,=- a,ade , a, = a, + ay , 2
0 yr, fo " a2)3 ; a,ade ,mas 4, = cospa, + senpa, ,assim y
X
= pr (" h ~
Ey=— f 3 Cos@ ada, =0 Pode se argumentar por simetria
4teg J, (h? + a?) /2
5 P1 fn a dod Pi 2a? A 1 Qa "
=— seng adpd, = — a, = a
Y Aney Jy (2 + a2)*2 ¢ adety Ay (p2 + a2)°/- Yo 2m2g, (h? + a2)*2 Y/

1 Qa__ . 1 oh
a a
2T%&g (h2 + a2)3/2 Y 4me, (h2 + a2)3/2 z

E =



3.1) A figura abaixo mostra uma superficie retangular de lados a e 2a, carregada com carga total Q.

a) Escreva a expressao integral de todas as componentes do campo elétrico para o calculo do campo elétrico num ponto a uma
distancia h em cima do eixo z.

b) Calcule o vetor campo elétrico no ponto do item a. z

a) L = ha, R = xa, + ya,

JhZ + x2 + y2 a ¢
- 1 ds 1 ha, — xa a
E, = fpsz 7= z al yydxdy
Amtey ) T 4ns0 (h? +x%2 + y?) JRZ +x% + 32

E, = — dxdy a, — dxdy a. + dxdy a
" 4meg (h% + x2 + y2)°/2 Y (h? + x2 + y2)°/2 o (h? + x2 + y2)°/2 B

b) a
E, = f j dxdy a, = — j dy a, =0
x 47tso a (h? + x2 + y?) 3/, x 4mey J, \/hz +x2 +y2| @ Y
Pode se argumentar por simetria
= y ps (¢ -1 a
E, = j f dydx a, = — f dx a
YT 4nme, o (h2 +x2 +y2) /2 Y ameg ) |2+ 22 + 2|0 7

=

A 1

Ps
2 47150] L/h2 2+az VRZ+a2

4‘7'[50

dx a

{ln[\/h2+x2+a2+x]—ln[ h2+x2+x]}_a ay

y a

A Continua



T Ps l Vh? +2a? +a Vh? +a? +al| _
= n —n a
Y Ane Vh? 4+ 2a%? —a vhZ+a?—al)”
E pSLf f 1 dxdv & jza x p
xdy a y a
Ez 47‘[80 a (h? + x2 + y?) 3/> “ 4neo [(hz + yZ)\/hZ + x2 4 y2 ] —a z
_> f a -a v 4 2ap5fa 1
N y a, =

Z 7 4me, [(hz +y2)JhZ + aZ + y? (h +y2)JhZ ¥ a% + y? ] © Ameg Jy |(h2 + y)JRZ + a + 92

S 2aps (¢ 1 .

z = J dy a,

4meg Jy [(h2 + yZ)\/hZ + a? +y2?

Continuacao da questao 3.1

Esta eu ainda nao resolvi.

dy a,



3.2) A figura ao lado mostra um cilindro de raio a e comprimento d, carregado com densidade de carga oy.
a) Escreva a expressao integral de todas as componentes do campo elétrico para o calculo do campo elétrico num ponto a uma
4

distancia h, a partir da base de cima, em cima do eixo y que estad posicionado no centro de simetria do cilindro, a partir do eixo
de coordenadas estabelecido no centro do cilindro.

b) Calcule o vetor campo elétrico no ponto do item a.

a) L=1La I_?)zpdp+zdz Pv = TR%d
L
. . —pa,+(L—2z)a =\ .
P=L—R=-pa,+(L—-2a, =—F= z L\#
Jp? + (L — 2)2
~— DL
R
i L [pvdV f —pa, + (L — z)a, R !
E, = dedpd
y 47T€0f r? 47T€o (P2+(L—Z)2) \/p2+(L—Z)2 papapts / ’ 3
- 2 L —Z
7, = f 4 dedpdz + j (L=2)p _ dpdpdza,
g () (p2+ (L-2)2)72 (p2 + (L —2)2)72
b) - 21 ,02
Ep = f f f d,dopdpdz =0 Pode se argumentar por simetria
4neo (02 + ( 3/, P

L—2))"2
Quando somamos @, variando ¢ o resultado da zero, pois € uma soma vetorial em todas as diregdes
E s L—z 0 ra L—2z
E, f j j ( )P =~ dedpdza, = &f f ( )P dpdza,
4ﬂ€o (P + (L -2)2)72 2€0J-a’o (p

24 (L-2)2)72
S Py —(L—2z) a, (L—z)_ (L—2z2) ~
E, = 2¢&, j—d \/p2 + (L _ Z)z] 22 ZSOJ [lL — z| ]dzaz o
®

Jaz + (L — z)?



Continuacao da questao 3.2

L-2)  L-2)
IL—z| \[a? + (L - z)?

0
= _ Pv
B 2:, ),

dzdz=%[z—\/a2+(L—z)2]_0 a

d Z

E, =p—V[d+\/aZ+L2 —\/a2+(L+d)2]aZ
2¢&

o~

=




4.2) A diferenca de potencial elétrico entre os pontos de descarga durante uma determinada tempestade é de 1,23x10%V. Qual é
a intensidade da mudanca da energia potencial elétrica de um elétron que se desloca entre estes pontos? Dé a sua resposta em
() joules e (b) em elétron-volts..

—— 1 AU = qAV = 1,6x1079x1,23x10° = 2,0x10719)

A

1eV é a energia necessaria para mover um elétron
numa diferenca de potencial de 1V

1,23x10° V leV = qAV = 1,6x1071%x1 = 1,6x1071%

2,0x1071%] = 1eVx1,23x10°V = 1,23x10°%eV




4.3) Calcule a auto energia eletrostatica do nucleo de ouro-79, considerando-o uma esfera de raio 6,8x101°m, que contém a
carga de 79 protons uniformemente distribuida em seu interior.

Q =1,6x10719x79 = 1,26x10717C

Au 1,26x10717
p=9= = =9,6x10°C/
vV 4 4 m3
§T[R3 §TL’(6,8X10_15)3

— 79protons

1
= 5[} Pvor Vav



W =

W =

Q

1

ipv

 4meyR3

[

10

2

3Q2

16meoR 5

r? R? 1 Q
(7_ 2>+4neoR
3 0 Q

877:80 E B 8T[€0R3

~ 20megR

4 Amr?dr =1
87'[80 R 87T€0R3 2 é
3

4 3Q°

3 Q Q

8meg R 8meyR3 "

rz) Amrrdr

Q

3 QR3

Q R°

mR3

(

2¢ R 3

2R3 5

)



4.3) Calcule a auto energia eletrostatica do nucleo de ouro-79, considerando-o uma esfera de raio 6,8x101°m, que contém a
carga de 79 protons uniformemente distribuida em seu interior.

Ay = 39 _ 3x(1,26x10717)2
Au - 20megR 20mx8,89xx10~12x6,8xx10~15
— 79protons

AU = 12,5 k]



5.1) Uma linha fina e infinita é carregada com densidade homogénea de carga p, € colocada no eixo de simetria de um cilindro
dielétrico ideal de permissividade € e raio a.

a) Calcule os vetores E, D e P em todo 0 espaco.

b) Mostre que o resultado de a satisfaz a condi¢éo de contorno na superficie do dielétrico.
c) Calcule o potencial eletrostatico em todo o espaco.

d) Mostre que a expresséao do item d satisfaz a equacéo de Laplace ou Poisson, dependendo da regiéo.

2 S L P
1T S~ E; R fﬁEdAzM E2an=qmt='0L E=2—L
/ \\\ EB €o &o &o TreEg
! dd
[} I/l . _’= PL .
I , SedA 2nreg P
\\\\ I I:
\\\\ ! / - — pL A E’ _ pL A
. Y 2mre P 27 2mrey P
E, D=¢E D=gE+P P=D—¢gFE P=¢E—¢kE
B
" = PL 5. — PL .
Dl_an % 2= o P
= (e—¢&) pL =
P; = a P,=0
1 e 2mr P 2
. = = = = _ PL .
., Condicdes de contorno Eys =E;; =0 DZn—Dm—ﬁap 4



5.2) A regiao 1 (z<0) contém um dielétrico para o qual €, = 1,0, enquanto que a regiao 2 (z>0) é caracterizada por €=3,0.
Considere El = 104, + 154, — 20a, V/m. Determine:

a) 52; — - =
b) By; D, = epeyE; D, = 1,0g,(10a, + 15a, — 20a, ) = &(10a, + 15a, — 20a, )
No plano z =0 51n = —20¢y4a, Eu = 10a, + 15a,,
No contorno D,,, = D,, E,; = Ey,
Na regiao 2 BZn = —20¢pa, EZt = 10a, + 15a,,
mas 5 = SE Bz = SRSOE Dy, = €r€okon Dy = egepEyt
Dy: = 3,060(10d, + 15d,) = £,(30d, + 454d,)
E,, =——2=_67a, D, = &(30a, + 45a, — 204,)
3,0&q
E, = 10a, + 158, — 6,74,
P, = D, — ggE, = £,(20d, + 304, — 13,3d,)
o



5.3) Um capacitor de capacitancia 20uF foi carregado com uma diferenca de potencial de 220V depois a fonte é retirada
mantendo as cargas. Calcule a quantidade de energia acumulada. Um dielétrico de €g=10 é colocado entre as placas. Calcule a
nova quantidade de energia. O que aconteceu com a diferenca de energia entre as duas situagoes.

1, 1 A
U =5 CoVlo” = 520x107°220° = 484m]

Depois de colocado o dielétrico, como a quantidade de carga se mantém, ja que a fonte foi desligada

NovoV = 4 —E—@—ZZV U—1 CV2—110 20x107022% = 4,84
_ERCO_ER_lﬂ_ _ESRO 2 xebx = e

F
F

ﬁ++++++++++++++

Quando o dielétrico é colocado nas placas do capacitor, as cargas de polarizacao ficam em posigao
invertida as das placas, isto leva a aparecer uma forga de atracao entre as placas e o dielétrico,

que seria acelerado se nao fosse a intervencao externa fazendo com que o dielétrico ficasse parado
no interior do capacitor. A intervengao externa realiza um trabalho negativo diminuindo a energia
que foi entregue ao dielétrico para ele acelerar, entao a energia total do sistema diminui.



5.4) Para a calha infinitamente longa, tanto na diregdo x como na direcédo z, submetida aos potenciais de fronteira mostrados na
figura determine a carga total induzida em uma por¢do longitudinal de comprimento | da superficie condutora submetida ao

potencial V. GZCI) 62CI)
X] Simetria cartesiana  V?® =0 + =0
0x? = 0y?

920 52 Como as variacoes em x de um lado
d=0 O=) —— = ——— Independem das variagOes dey do outro,

Ox? Iy?  poce pode escrever ®&(x,y) = X(x)Y(y)
DV Y - d?X _d%Y 1d%2X 1d%Y
> > entao Y—4+X——=0 —_—t——=0
a dx? dy? Xdx? Ydy?
1d?X 1d%Y S6 ha variavel x de um lado e y do outro,
=—=—==c

Xdx2 Y dy? - esta igualdade entao é constante

1d2X d2x )
Yz ¢ W=CX X(x) = Ae~VeX 4 BeVex
Y dx? dx?



X(x) = Ae V¥ 4 BeVex

x=0  Ae V0 4 BeVe0 = B=-A
D=0 D=0
« 0= R Y x=a  Ae V@ 4+ BeVea = A(e™Vea —gVea) = ¢
a
A(e—\/Ea . e\/Ea) =0 Este s6 pode ser zero se (e—ﬁa — eﬁa) =0
—ida _ ,ila
Este s6 pode ser zero se c = —7% (e € ) — senla = 0
21
; o nm
sendla = 0  este € zero para todos os valores de n inteiros para A=—
a

N nm
entao X,(x) = A, sen — X



x| Y(y) = Ce VY 4 peivey

c=—7? Y(y) = Ce ™ + De?Y
D=0 d=0 y - Y(y) >0 D=0
> nm _nm
) P=V Y A=— Y,(y) = Cpe”a”
a
C, e A, se juntam numa soO constante
d(x,y) = X(x)Y(y) d(x,y) = Z A, e__ysen—x

O somatorio é porque cada n € uma solucao da equacao de Laplace
e obedece as condigdes de contor para um A, especifico

y=0 &=V CID(xO)—EAnsen—x:V



- nm
d(x,0) = z Apsen—x =V
n=0 .

D=0 Mas ® s6 éV entre 0 e a. Como no resto da regiao,
pelo lado de fora, o potencial é zero, para achar A_,

:DZO podemos usar a func¢ao periddica da onda quadrada do grafico.
y D=V R
a 1 2a 2a
[@lem y = 0 An=%fo d(x, O)Sen—xdx——f Vsen—xdx
/4
A = Vv ¢ nm q V a !
n=75-| sen—xdx=—-——— (cosnmt — 1)
i > X
ips /4
% 2a Ay = —baran impar e A, = 0 paran par

_nm |4 _@n+ym 2n+ m
O(x,y) = ZA e ysen—x d(x,y) = z an+ 1)ne a ysen( - ) X
n=0




5.5) Considere um anel de carga de raio a e densidade linear de carga A(8) = Aysen(6). O anel de carga tem centro na origem e
esta localizado no plano.

a) Determine a carga total do anel.

b) Determine a forgca que seria exercida sobre uma carga g posicionada exatamente no centro do anel, admitindo que essa carga
nao influencie a distribuicdo de carga do anel.

Sendo a densidade linear de carga dada pela expressao A(8) = Aysen(0),

Z nado ha cargapara @ = 0e 0 = m, e ela sera maxima positiva em 6 = 7T/Z
e maxima negativa em 6 = 3”/2
d
/dﬁ\ \ dq = A(0)ds = A(0)adl = Ay sen(0)adb
<= Sy
/ q 27
e I ae q = j Aosen(8)add = 0 A carga total do anel € zero.

Podemos calcular a forga calculando o campo elétrico no centro.

- 1 dgq 1 dgqg

dE = yr— —-cosf(—é,) + yr— — senf(—é,) dq = Aysen(0)ad6
= 1 a4 ,

dE = dmey o2 —2 cosOsenddo(— €yx) +4T[€0 = 2 sen 0do(—é,)



5.5) Considere um anel de carga de raio a e densidade linear de carga A(8) = Aysen(6). O anel de carga tem centro na origem e
esta localizado no plano.

a) Determine a carga total do anel.

b) Determine a forgca que seria exercida sobre uma carga g posicionada exatamente no centro do anel, admitindo que essa carga
nao influencie a distribuicdo de carga do anel.

7 N 1 a/1 aAO 2 A
A / dE = 47_[80 az COSHSBnQdG( ex) +4T[80?S€n Hdg(_ey)
dE
\/ \ l‘ > 2T
\_6/ y — 1 /1 2 A
/ | : — y— — sen“0d6 (—é,)
6
d 0
2T 2T
2 1 S 1 2. R 1 g4,
cosOsenfdd = 0 sen?0do = 5 E = 87r£0_ey F=- T o ey
0 0



5.6) Uma distribuicdo de cargas no vacuo é descrita pela funcdo densidade p(r) = p,e” /%, onde R é constante e r é a distancia
entre o eixo de coordenadas e um ponto qualquer no espaco.

a) Resolva a eq. de Poisson para obter a fungao potencial em todo o espaco. Admita que o potencial seja nulo no infinito.

b) Calcule o vetor campo elétrico em todo 0 espaco e compare seu valor para r=R e r=10R.

p(r)

ey = - —=
€0

1d dV p(r)
2 = —_— [,22 )=
VeV r2dr\| dr £o
d dV 1 _r
— 2| =_—_— 2 /R
dr r dr gopor ¢

dV 1 - R _
r?—mn= ——pojrze "rdr =227 ¢ "/R(r? + 2Rr + 2R®) + C
dr o o

2
4V _PoR (1428428 &
dr £o r r? r?




dv R _ 2R R*\ C
=,0() eT/R<1+—+2—2>+—2
dr o T T r
R _ e_r/R e_r/R
V(r)=p0—ljer/Rdr+2Rj dr+2sz ~
€o r r
e_r/R e_r/R e_T/R
j dr = —R —Rf S—dr
r r r
R _ e_T/R e_ /R e_r/R C
V(r)=p——Re "/rR — 2R2 —ZRZJ > dr+2R2f —dr|——+D
o r r r T
R? 2R\ - C
V(r) = _ it <1+—>e "lR—=—+D
&o r r
e_r/R
r->o V(ir->o)-0 — 0 V(ir > o) —->D D=0

r

C
dr +T_2



dV R _ 2R R? C
_ Po eT/R<1+—+2—2>+—
r T

dv poR -1 2R _R*\ C
dr &0 ¢ < T T4z

Expandindo a exponencial em poténcias de r e multiplicando pelo parénteses,
e fazendor — 0,todos os termos ficam zero, s6 sobrando

200R® C 2poR3
pOZ +—2 é, =0 C =— Po
807" r 80

E')(r—>0)=—[

R? 2R\ _ 2poR3
Vir) = — 20 <1+—>e /g — 2P0
€o r EgT



O campo elétrico também pode ser calculado pela Lei de Gauss

- Como temos uma simetria esférica s6 dependente de r

\
\
\ > >
\ %Ed/l = dint
| €0
!
/ Desenhando uma gaussiana esférica
A
 d 1 r
%EdA Eamr? = Hnt _ — poe  /Rdv = —j poe /R Amridr
€0 €0
1 g R
Er2 =— | pee /R r2dr = Po™ e /R(r? + 2Rr + ZRZ)]
€o 2 €o
R _ R _ 2p0R3
Er2 =27 o T/r(r2 4 2Rr 4+ 2R?)]T = P2 e TR (12 4 2Ry + 2R2) = 220
&o 0 €o €o

2 3
- MQ‘T/R ( + Z_R + 2 R2> _ 2p012 Expressao idéntica a da pagina anterior
r r EoT



